ACM szakkor 2010 — feladatmegoldasok

Easy Climb

Alapotlet

Jeloljiik f;(h)-val, hogy miniméalisan mennyi kovet kell megmozgatni ahhoz, hogy az i-edik oszlop
h magassigu legyen tigy, hogy elsétél az i-edik oszlopig vezessen is egy legélis! ttvonal. Az i-t6l
jobbra 1év6 oszlopokkal egyelére tehat nem foglalkozunk. Ha egy h magassdg nem megoldhaté (mert
|h— hi| > (i —1) - d), ott ne legyen értelmezve a fiiggvény. Definicié szerint fi kizdrélag a hy pontban
értelmezett, itt értéke 0 (hiszen az els6 oszlop nem atépithetd).

Tegyiil fel, hogy az f; koltségfliggvényt mar valahogy . kiszdmoltuk”, vizsgaljuk meg, hogyan
tudunk ennek ismeretében elorelépni, és f;11-et megkapni. Természetesen addédik, hogy ez a koltség-
fliggvény két részbol épiil fel: egyrészt az ¢ + 1. oszlop atépitésének koltségébol, amely egyszeriien az
1j és eredeti magassigdnak kiilonbsége: |h — h;y1|, méasrészt pedig az 1,...,7 oszlopokon egy olyan
legélis utvonal kialakitasdnak koltségébol, hogy az i. oszlop olyan magassagi, hogy at lehet réla 1épni
az (i+ 1).-re (tehat ¢ magassdga h — d és h + d kozott van). Ez utébbi tagot jeloljiik g;41-gyel, ekkor:

h+d

gi+1(h) = min fi(h),

ahol a minimumképzést tehat a [h — d, h + d] tartomédnyra kell elvégezni. fgy a teljes koltség:
h+-d ,
firr(h) = [h = hipa| + min f;(R).

Az f; fuggvények vizsgalataval a kovetkezé fontos megéllapitasokat tehetjiik:

1. Lemma. Két folytonos, egyenes szakaszokbol felépiilé?, konvex f(x) és g(x) figguények (f + g)(z)

osszege 1s ilyen.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy értelmezési tartomanyaik metszete nem iires, ellenkezd esetben nincs
mirol beszélni. Ekkor sziikitsiik mindkét fiiggvény értelmezési tartomanyat a metszetre. Vildgos,
hogy tovdbbra is a fent nevezett tulajdonsiaguak maradtak. FEzzel visszavezettiik a problémat az
azonos értelmezési tartomany esetére.

Az vildgos, hogy az 6sszeg is folytonos lesz, illetve egyenes szakaszokbdl épiil fel. Bizonyitandd
még a konvexitas (dltaldban is igaz, hogy konvex fiiggvények Osszege konvex, ezt most nem hasznéljuk
fel).

Vegyiink tehat most fel f minden toéréspontjahoz tartozé = helyhez g-ben is, ha nem volt, egy
képzeletbeli toréspontot, és viszont. Ekkor a konvexitasi tulajdonsag ekvivalens azzal, hogy az egyenes
szakaszok meredeksége egy monoton névekvd sorozatot alkot. Az Osszeg szakaszainak meredeksége
rendre f és g megfeleld szakaszainak meredekségeinek Osszegével egyezik meg, igy szintén monoton
né (rendre egyre nagyobb (vagy egyenld) szamokat adunk ossze), tehat f + g is konvex. (Akinek ezt

nehezére esik elhinni, rajzoljon néhdny V-allasu abszolutértéket, és 6sszegezze.) O

1. Tétel. Minden i = 1,...,n esetén f; eqy — értelmezési tartomdnydn — folytonos, egyenes szaka-

szokbol felépiild, konvex fligguény.

Bizonyitds. Teljes indukciéval: fi-re definiciéja miatt igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy f;-re mar

belattuk, hogy az allitds igaz, megmutatjuk, hogy fiii-re is igaz. Utobbi két tag tsszegébdl adddik:

' Az egymas utdni oszlopok magassiga legfeljebb d-vel tér el.
Brtsd: torsttvonal.
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az abszolut értékre nyilvan igaz a tétel allitasa, igy a fenti lemma miatt elegend6 megmutatni, hogy
git1(h)-ra is igaz.

A g;+1 pedig nem més, mint f;-re egy d-sugari minimumképzést alkalmazva kapott fiiggvény,
tehdt definici6 szerint g;11(h) értéke az f; figgvény [h —d, h+ d] tartoményon felvett legkisebb értéke.
Ezt ugy képzelhetjiik el, hogy a g;11(h) értékek meghatarozdsdhoz egy d-sugari, kozéppontjaval az
aktualis h-ra illesztett ablakot csusztatunk végig f; grafikonjan, ugy, hogy az ablak fiiggéleges iranyban
ugy mozog, hogy mindig f; grafikonjan ,légjon”, tehat fiiggéleges pozicidja f; legkisebb értékének
feleljen meg az altala kijelolt a 2d széles tartomanyban. Ekkor a végigcsisztatas sordan az ablak
kozéppontja épp gi+1 grafikonjat rajzolja meg (1dsd az 1. dbrat).

Esetiinkben ez azt jelenti, hogy g¢;y+1 értelmezési tartomdnya nem més, mint f;-jé, mindkét
oldaldn d szélességben megtoldva. Az f; fiiggvény bal oldali szig. monoton csékkend tartoméanyédn a
minimum mindig az ablak jobb szélén fog addédni, igy az el6z6 analdgiat folytatva az ablak kodzepe
pont f;-t fogja megrajzolni, csak éppen d-vel balra eltolva. A szig. monoton névekvd részen pedig f;
d-vel jobbra eltoltja fog megjelenni. Kozépen pedig, amennyiben ,,csticsos” volt az eredeti fiiggvény,
2d tavolsdgon az ablak a fiiggvény minimumpontjat pasztazza, az 1j fliggvényben egy 2d hosszu lapos
(vizszintes) szakasz jelenik meg, ha pedig az eredeti fiiggvény alja is lapos volt, annak hossza 2d-vel
megnd. Osszességében tehédt elmondhatjuk, hogy a minimumképzés mindkét irdnyba d-vel széthizta a
fliggvény két dgat, a kozépen keletkezo 2d széles 1j részt pedig a minimumérték megnyujtasaval hozta
1étre.

fgy maér vildgos, hogy a g;+1 fliggvényre, igy fiyi-re is teljesiil a tétel dllitasa.
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1. dbra. Az f;11 fiiggvény meghatirozdsdnak menete d = 2 maximalis ugrés
és h;11 = 11 eredeti oszlopmagassag esetén.
Algoritmus

A fiiggvényeket a vég- és toréspontok koordindtédival leirva hatékonyan elvégezhet6 a minimum-

képzés, illetve az Osszeadds miivelete is. Elobbihez egyszertien a csdkkend részhez tartozé pontok
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x-koordinatajat d-vel csokkentjiik, a novekedd résznél pedig noveljiik. Alul ,,csicsos” eredeti fiiggvény
esetén sziikség van a csics szétbontasara, ezt egy 1j pont beszirasaval tehetjiikk meg.

Az abszolutérték-fiiggvény hozzaaddsakor pedig egyszeralien fliggblegesen felfelé toljuk a pon-
tokat x-koordinatajuk a h;y1-t6l vett tavolsdgaval, illetve az abszolutérték-fiiggvény minimuménal
sziikség esetén (ha nem volt ott kordbban) beszirunk egy 1j pontot.

A megoldést az f, fiiggvény h,, helyen felvett értéke adja, vagy ha nem értelmezett, akkor nincs

megoldas.

Komplexitasvizsgalat

Az f fuggvény egyetlen pontbdl all, és minden wjabb f;11 legfeljebb 2 4j pontot tartalmazhat
fi pontjain tul, igy f,, pontszama legfeljebb 2n — 1. Mivel mind a minimumképzés, mind az Gsszeadas
lépésszama a pontok szdméval (ami az elébbiek miatt O(n)-nel becsiilhetd) ardnyos, és ezekbdl O(n)

darabot végziink el, az algoritmus teljes 1épésszama O(n?).
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